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Лекція I,2. ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ МНОЖИН

Основні означення теорії множин, операції

над множинами, властивості операцій над множинами

Під множиною прийнято розуміти сукупність об'єднаних за загальними ознаками різноманітних предметів.

Множини будемо позначати прописними латинськими буквами A,B,C, …, X, Y, Z, а елементи, що належать даним множинам - рядковими a, b, c, …, x, y, z…. Якщо a є елемент множини A, то пишуть 
[image: image1.wmf]A
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. Якщо a не є елементом множини A, пишуть 
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Множина, що не містить жодного елемента, називається порожньою множиною і позначається (.

Вихідна множина називається універсальною і позначаються U.

Якщо всі елементи множини A є також елементами множини B, то говорять, що А включається в B або A є підмножиною множини B і позначається
[image: image3.wmf]B
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 . Якщо 
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, то говорять, що A=B або A збігається з B.
Діаграмами  Ейлера-Венна  називаються фігури, яки здійснюють зображення  на площині множини и наочно демонструють властивості операцій над множинами. Прямокутник на площині

означатиме  деяку  універсальну  множину, яке включає в себе усі розглянуті  множини. Наприклад,         
[image: image5]                      

                                                  Рисунок 1. Диграма Ейлера- Вена.      

Об'єднанням двох множин A і B називається множина, яка складається з елементів, що входять хоча б в одну з даних множин, воно позначається 
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Відповідна диграма Ейлера- Вена:
                                        [image: image10.png]


                                                                                 

                                           Рисунок 2. Об'єднання двох множин                                                                           

Об'єднанням деякої сукупності множин 
[image: image11.wmf]{
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називається множина S, яка складається з усіх елементів, що входять хоча б в одну з  множин
[image: image12.wmf]n
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, і позначається 
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Перетином двох множин A і B називається множина, яка складається з усіх елементів, що належать як множині A, так і множині B, і позначається 
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Про дві множини A і B говорять що вони не перетинаються, якщо їх перетин порожній.
Відповідна диграма Ейлера- Вена:
                                                          [image: image18.png]



                                                           Рисунок 3. Перетин двох множин
Перетином деякої сукупності множин 
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називається множина P, яка складається з усіх елементів, що входять у всі множини 
[image: image20.wmf]n
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 і позначається 
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Різницею двох множин A і B називається множина, яка складається з усіх тих елементів множини A, що не належать множині B. Різниця позначається A \ B.
                                    A \ B = {x: x
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Відповідна диграма Ейлера- Вена:
                                          [image: image24.png]



                                                 Рисунок 4. Різниця двох множин

Прямим (або Декартовим) добутком двох множин A і B називається множина всіх пар 
(x, y), де 
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. Декартів добуток множин A і B позначається 
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Доповненням до множини A називається множина 
[image: image27.wmf]A

, що складається з елементів універсальної множини, U які не належать множині A, тобто 
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                                                    Рисунок 5. Доповненням до множини A
Операції над множинами мають такі властивості:

1. Комутативність: 
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2. Асоціативність: 
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B

A

C

B

A

C

B

A

C

B

A

È

È

=

È

È

Ç

Ç

=

Ç

Ç

)

(

)

(

;

)

(

)

(

.

3. Дистрибутивність: 
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4. Закони де Моргана: 
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Приклад 1. Нехай 
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Розв’язок: об'єднання 
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- це є множина   S={x: x
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Перетин 
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Різниця A\B - це множина R = {x: x
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Доповнення до множини A - це множина 
[image: image50.wmf]A

x

i

U

x

x

Ï

Î

:

; 
[image: image51.wmf]{

}

{

}

.

8

,

6

,

5

,

3

,

1

,

0

,

9

,

6

,

5

,

3

,

2

,

1

,

0

=

=

B

A


Прямий добуток 
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Часто буває корисною рівність, що  легко  перевіряється
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Приклад 2. Довести рівність (1).

Для доведення рівності (1) необхідно показати:
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Нехай 
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. З означення різниці множин випливає, що 
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. Звідси випливає, що 
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. Цей ланцюжок міркувань зручно записувати в такий спосіб:


[image: image59.wmf].

\

B

A

x

B

x

и

A

x

B

x

и

A

x

B

A

x

Ç

Î

Û

Î

Î

Û

Ï

Î

Þ

Î


Тепер нехай 
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. З означення перетину випливає, що 
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. Останнє означає, що 
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Стислий запис цього міркування виглядає так: 

[image: image64.wmf].
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Рівність доведена.

Лекція 3. БІНАРНІ ВІДНОШЕННЯ

Бінарним відношенням R на множині A називається будь-яка підмножина R декартова добутку A
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A .  Наприклад, А = {1,2,3},  A
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A = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}, 

R -  підмножина пар, де перша цифра – непарная. Належність пари (x, y) відношенню R позначають
[image: image67.wmf].
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Способи завдання відношень. 

            1. Аналітичний.

      Для завдання  R  на множині  А потрібно указати всі пари (x,y)
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A, які містяться в R, тобто для яких виконується  R.

2. Завдання матрицею.
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1. Завдання графом.

Елементи множини А відповідають вершинам графа, а 
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 відповідає  дуги 
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Операції над відношеннями.  

Нехай 
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 відповідає перетину множин, об’єднання  
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Повернутим до відношення  R називають відношення 
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  , яке визначається  умовою                                            
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Якщо R – відношення  «більше», то 
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 - відношення «менше». Дійсно, коли x<y 
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Властивості відношень.

Бінарне відношення R називається відношенням еквівалентності, якщо воно має властивості:

Рефлексивності - 
[image: image81.wmf];
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Транзитивності - 
[image: image83.wmf].
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Бінарне відношення R називається відношенням порядку, якщо воно має властивості: рефлексивності, транзитивності, антисиметричності -
[image: image84.wmf].
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Приклад 3. Нехай N - множина натуральних чисел. На множині N x N визначимо R у такий спосіб:     
[image: image85.wmf].
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  Показати, що R є відношенням еквівалентності.

Розв’язок. Покажемо, що виконується властивість рефлексивності, тобто 
[image: image86.wmf].
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a+b = a+b –  очевидно виконується.

Симетричність: 
[image: image87.wmf],
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 тобто з рівності a+d=b+c випливає         c+b=d+a - очевидно виконується.

Транзитивність:     
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,  тобто з рівності

a + d = b + c; c+ f = d + e випливає рівність a + f  = b + e. Додаючи вихідні рівності, одержимо 
a + d + c + f = b + d + c + e, тобто a + f = b + e.

Таким чином, дане бінарне відношення є відношенням еквівалентності.
Розбиття множини на класи

Розбиттям множини на класи називається представлення цієї множини у виді суми не порожніх її  підмножин, що не перетинаються.

Множина 
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 розбита на класи 
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. Звичайно доводиться мати справу з розбиттями, побудованими на базі тієї чи іншої ознаки, за якою елементи множини 
[image: image96.wmf]M

 об’еднуються у класи. Наприклад, множина усіх трикутників на площині можна розбити на класи рівних між собою чи на класи рівновеликих трикутників. Ознаки, за якими елементи множини розбиваються на класи, можуть бути найрізноманітнішими, але все ж така ознака не цілком довільна. Припустимо, наприклад, що ми захотіли розбити всі дійсні числа на класи, включаючи число b в той же клас, що і число a, у тім і тільки тім випадку, якщо 
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. Ясно, що таким шляхом ніякого розбиття одержати не можна, тобто якщо 
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 слід зарахувати в той же клас, що і 
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, тобто число a не можна включити в той же клас, що і b. Крім того, оскільки a не більше, ніж саме 
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, то a не повинно потрапити в один клас із самим собою.

Для того, щоб відношення  (ознака) дозволяло розбити множину M на класи, необхідно і достатньо, щоб воно було відношенням еквівалентності. Розбиття множини на класи проілюструємо за допомогою діаграми Ейлера - Венна. З Рисунка 6 видно, що вийшло вісім неперетинних підмножин. Виразимо ці підмножини через операції перетину і доповнення.
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                                                             Рисунок 6.  Розбиття множини на класи

Множина 
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Лекція 4,5. ЕЛЕМЕНТИ КОМБІНАТОРИКИ

Загальні правила комбінаторики

До загальних правил комбінаторики відносяться: правило множення, правило додавання, формула включень та виключень.

Правило множення. Якщо об'єкт A можна вибрати m способами і якщо після кожного такого вибору об'єкт B можна вибрати n способами, то вибір пари (A, B) можна здійснити m x n способами.

Правило додавання. Якщо деякий об'єкт А можна вибрати m способами, а інший об'єкт В можна вибрати n способами, то вибір “або А, або В” можна здійснити m + n способами.

При використанні правила додавання необхідно стежити, щоб жодний із способів вибору об'єкта А не збігався з яким-небудь способом вибору об'єкта В.
Правила множення і додавання справедливі для будь-якого скінченого числа об'єктів.

Формула включень та виключень
Нехай є N предметів, деякі з них мають властивості 
[image: image115.wmf]n
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. При цьому кожний предмет може або не мати жодної з цих властивостей, або має одну або декілька властивостей. Позначимо через 
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 число предметів, що мають властивостями 
[image: image117.wmf].
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 Якщо предмет не має якоїсь властивості, то цю властивість пишемо з рискою. Наприклад, 
[image: image118.wmf])
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- число предметів, що мають властивості 
[image: image119.wmf]2
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 і  не мають властивості 
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. Число предметів, що не мають жодної з зазначених властивостей, позначається за цим правилом 
[image: image121.wmf]).
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 Формула включень та виключень полягає у тому, що
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Тут алгебраїчна сума поширена на всі комбінації властивостей 
[image: image123.wmf]n
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(без урахування їхнього порядку), причому знак + ставиться, якщо число властивостей що враховуються парне, і знак - , якщо це число непарне.


Правила множення і додавання можна використовувати при розв’язувані задач самих різноманітних типів. Формулу включень та виключень використовують при підрахунку числа об'єктів, що володіють або не володіють визначеними властивостями.


Приклад 4. У науково-дослідному інституті працює 67 осіб. З них 47 знають англійську мову, 35 - німецьку і 23 - обидві мови. Скільки співробітників в інституті не знають ні англійської, ні німецької мови?

Розв’язок. Колектив співробітників можна розбити на частини: першу з них складають ті, хто знає тільки англійську мову;другу - ті, хто знає тільки німецьку мову;третю  - ті, хто знає обидві мови;

четверту - ті, хто не знає жодної мови.

Застосуємо формулу включень та виключень, для цього запровадимо позначення:
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 - знання англійської мови; 
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 - знання німецької мови;

 N     - число співробітників інституту; 
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 - число співробітників, що знають англійську мова; 
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 - число співробітників, що  знають німецьку мова; 
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,

(

2

1

a

a

N

 - число співробітників, що не знають жодної мови. За формулою включень та виключень одержуємо:
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Перестановки, сполуки, розміщення.
Різні упорядковані множини, що відрізняються лише порядком елементів (тобто можуть бути отримані з тої ж самої множини), називаються перестановками цієї множини. Число різних перестановок 
[image: image130.wmf]n
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 із n елементів дорівнює 
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Довільна k - елементна підмножина n - елементної множини називається сполукою із n елементів по k. Число сполук 
[image: image132.wmf]k
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 із n елементів по k дорівнює 
[image: image133.wmf].
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Упорядковані k - елементні підмножини з n елементів називаються розміщеннями із n елементів по k. Число розміщень 
[image: image134.wmf]k
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 із n елементів по k дорівнює 
[image: image135.wmf].
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Застосовуючи формули числа перестановок, сполук і розміщень, слід виходити з означень цих понять.
Приклад 5. В ящику находиться  10 деталей, середи котрих  3 недосконалих. З ящика наугад витягають 5 деталей. Кількість існують способів витягнути деталі таким чином, щоб середи них окажетеся дві недосконалих , а три добрих.

Для рішення задачі застосуємо   правило множення та сполуки. 
Дві недосконалі деталі можливо витягнути  кількістю способів   
[image: image136.wmf]C
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, а три добрих кількістю способів   
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. За правилом множення дві недосконалих, а три добрих кількістю способів                                           
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способів.
Перестановки и сполуки з повтореннями.
Дотепер ми розглядали предмети, що були попарно різними. А тепер розглядатемо сукупності, у яких є однакові предмети. Нехай є предмети k різних типів, число предметів першого типу дорівнює 
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 k-го типу - 
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Число різних перестановок, що можна зробити з даних елементів, дорівнює 
[image: image142.wmf].
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Число m - елементарних  підмножин, порядок у який не приймається до уваги, дорівнює
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Можно довести справедливость  рівнянь: 

1.  (a+b)n=
[image: image144.wmf]S
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 Cnkakbn-k.  Ця формула носить назву бином Ньютона
2.  
[image: image145.wmf]S
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 Cnk.= 2n       Цю формулу получаемо, якщо  в формуле  бинома  a=b=1 .
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Лекція 6. ЕЛЕМЕНТИ МАТЕМАТИЧНОЇ ЛОГІКИ
Логічні операції та їхні властивості

Під елементарним висловленням будемо розуміти оповідальне речення, про яке можна сказати однозначно: істинне воно чи хибне. Позначають елементарні висловлення латинськими буквами: A, B, C, …, X, Y, Z, а їхні значення (істину або хибність) відповідно 
[image: image149.wmf]Ù
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 або 1 і 0. Над елементарними висловленнями можуть провадитися логічні операції: кон’юнкція, диз'юнкція, імплікація, еквівалентність, заперечення.

Кон’юнкція (позначається “
[image: image150.wmf]Ù

 ” або “&”) двох висловлень 
[image: image151.wmf]B
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утворить нове висловлення, яке істинне тоді і тільки тоді, коли A і B істинні. Кон’юнкції відповідає така істинностна таблиця:
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Диз'юнкція (позначається “(”) двох висловлень A
[image: image153.wmf]Ú

 B істинна тоді і тільки тоді, коли хоча б одне з висловлень істинне. Таблиця істинності.
	A
	B
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Імплікація або проходження (позначається “
[image: image155.wmf]®

 ”) / A 
[image: image156.wmf]®

 B хибна тоді і тільки тоді, коли A - істинне, а B - хибна. Таблиця істинності така:
	A
	B
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Еквівалентність або подвійна імплікація (позначається ( або  () A (B істинна тоді і тільки тоді, коли  A і B обидва істинні або хибні. Таблиця істинності така:
	A
	B
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Заперечення (позначається “-”) 
[image: image159.wmf]A

 хибне тоді і тільки тоді, коли А істинне і навпаки.      

Таблиця істинності:
	A
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Дві формули алгебри висловлень називаються рівносильними, якщо їх таблиці істинності збігаються. Для логічних операцій справедливі такі властивості:

1) комутативність 
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2) асоціативність 
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3)  дистрибутивність
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4) закони де Моргана 
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5) 
[image: image165.wmf].
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Для доведення рівносильності формул необхідно побудувати для кожної формули таблиці істинності, а потім, порівнявши їх, зробити висновок про рівносильність.

Для побудови таблиці істинності складного висловлення слід підготувати таблицю, що містить 
[image: image166.wmf]n
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 рядків (де n - кількість елементарних висловлень, що утворює дане складне висловлення), заповнених можливими значеннями елементарних висловлень. Потім треба виконати логічні операції, використовуючи властивості застосованих операцій і звертаючи увагу на порядок їх виконання. Спочатку виконуються дії в дужках (дужки, як правило, опускаються під знаком операції заперечення).За пріоритетом першою виконується операція доповнення, потім кон’юнкція, диз'юнкція, імплікація та еквівалентність.
Лекція 7. ПЕРЕВІРКА ПРАВИЛЬНОСТІ МІРКУВАНЬ
           Міркування є твердженням того, що деяке висловлення (висновок) випливає з інших висловлень (посилок). Міркування вважається правильним тільки у тому випадку, якщо з кон’юнкції посилок випливає висновок.

Нехай 
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- посилки, а Q - висновок. Міркування є правильним, якщо імплікація 
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є тотожно істинним висловленням (тавтологією). При невеликому числі посилок для встановлення правильності міркування можна побудувати істинностну таблицю висловлення 
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 і переконатися у тому, що вона тотожно істинна.

Правильність міркування можна встановити також, переконавшись, що контрапозиція 
[image: image170.wmf]n
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 тотожно істинна (методом “від супротивного”). 
Метод “від супротивного” полягає у припущенні, що висновок хибний та, і встановленні того факту, що при цьому кон’юнкція 
[image: image171.wmf]n
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- хибна (що має місце у тому випадку, якщо хоча б одна з посилок 
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 приймає значення “хибне”). Якщо це виконується, то міркування вірне, у противному випадку - ні. Таким чином, у випадку правильного міркування ми переконуємося в тому, що контрапозиція 
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 - тотожно істинна.

Приклад 6. Треба встановити, чи правильне міркування:

“Якщо функція на даному інтервалі неперервна і має різні знаки на його кінцях, то усередині даного інтервалу функція обертається в нуль. Функція не обертається в нуль усередині даного інтервалу, але на кінцях інтервалу має різні знаки. Отже, функція розривна”.

У запропонованому для розгляду міркуванні посилки і висновок складаються з таких елементарних висловлень:

А - функція неперервна на даному інтервалі;

В - функція має різні знаки на кінцях інтервалу;

С - функція обертається в нуль усередині даного інтервалу.

Використовуючи ці позначення, запишемо посилки і висновок у виді формул:
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Міркування є вірним, якщо імплікація 
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 тотожно істинна.

Для перевірки правильності міркувань будуємо істинностну таблицю:
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Переконуємося, що міркування є вірним.

Лекція 8. НОРМАЛЬНІ ФОРМИ АЛГЕБРИ ВИСЛОВЛЕНЬ
Якщо в якійсь логічній ситуації дана формула приймає значення істинне, те вона називається здійсненою. У противному випадку формула називається нездійсненною.
Елементарним добутком називається кон’юнкція елементарних висловлень або їхніх заперечень. Наприклад, 
[image: image185.wmf].
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Елементарною сумою називається диз'юнкція елементарних висловлень або їхніх заперечень. Наприклад, 
[image: image186.wmf].
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Формула, що рівносильна даній формулі висловлень яка є диз'юнкцією елементарних добутків, називається диз’юнктивною нормальною формою даної формули і позначається ДНФ.

Формула, що рівносильна даній формулі алгебри висловлень і диз'юнкцією елементарних сум, називається кон’юнктивною нормальною формою даної формули і позначається КНФ.

Теорема 1. Формула алгебри висловлень є тотожно істинною тоді і тільки тоді, коли кожний множник її КНФ містить пару доданків, один з яких є елементарним висловленням, а інший - його запереченням.

Теорема 2. Формула алгебри висловлень і є тотожно хибною тоді і тільки тоді, коли кожний доданок її ДНФ містить пару співмножників, один із яких є елементарним висловленням, інший - його заперечення. 

Теореми 1, 2 дозволяють вирішувати питання про здійсненність будь-якої формули алгебри висловлень.

Встановити, що дана формула є здійсненою, можна за допомогою істинностних таблиць. Для цього потрібно побудувати істинностну таблицю даної формули і переконатися в тому, що вона містить хоча б одну одиницю. У противному випадку формула є нездійсненною, тотожно хибною. При великому числі змінних - елементарних висловлень - істинностні таблиці громіздкі. Тому встановити тип формули (нездійсненна, тотожно хибна, здійсненна, тавтологія або змінне висловлення, що приймає в одних ситуаціях значення істинне, в інших хибне) зручніше за допомогою КНФ і ДНФ.

Для кожної формули алгебри висловлень можна знайти множину ДНФ і КНФ. Для цього потрібно:

1) позбутися від логічних операцій імплікації та еквівалентності, що містяться у формулі, замінивши їх основними - кон’юнкцією, диз'юнкцією, запереченням. Це можна зробити використовуючи рівносильні формули
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2) замінити знак заперечення, що ставиться до виразів типу 
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 знаками заперечення, що ставляться до окремих висловлень на підставі формул 
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 (закони де Моргана);

3) позбутися від знаків подвійного заперечення на підставі рівності 
[image: image191.wmf];
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4) застосувати, якщо потрібно, до операцій кон’юнкції і диз'юнкції властивості дистрибутивності.

Потім на побудованій диз’юнктивні нормальній формі перевірити виконання умови теореми 2 і якщо ДНФ задовольняє їі, то формула є нездійсненною. Можна побудувати КНФ для заперечення вихідної формули. Якщо виявиться, що вона задовольняє умови теореми 1, то вихідна формула - тотожно істинна. В інших випадках - формули здійсненні.

Приклад 7. Побудувати КНФ для формули алгебри висловлень:
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1. Позбудемося від знаків імплікації, використовуючи рівносильні формули:
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2. Позбудемося від знака еквівалентності, використовуючи рівносильну формулу 
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3. Позбудемося від знака заперечення, що ставиться до виразів, які складаються більш ніж з однієї змінної, використовуючи закони де Моргана
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4. Позбудемося від подвійних і потрійних заперечень:
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5. Застосуємо закони дистрибутивності
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одержимо 
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, що є КНФ для даної формули S.

6. Використовуючи властивості  
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, спростимо КНФ для S:
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Отже, формула S  - здійснена.

Лекція 9.  ДОСКОНАЛІ НОРМАЛЬНІ ФОРМИ
1. Досконалою диз’юнктивною нормальною формою (ДДНФ) формули алгебри висловлень називається її ДНФ, що має такі такими властивості:

2. Вона не містить двох однакових доданків.

3. Жодний із співмножників не містить двох однакових доданків.

4. Жодний із співмножників не містить одночасно деяке змінне висловлення і його заперечення.

5. Кожний співмножник ДДНФ містить доданок або змінне висловлення, або його заперечення для всіх змінних висловлень, що входять у формулу.

Досконалою конъюктивною нормальною формою (ДКНФ) даної формули алгебри висловлень називається така її КНФ, яка має такі властивості:

1. Вона не містить двох однакових співмножників.

2. Жоден із співмножників не містить двох однакових доданків.

3. Жоден із співмножників не містить одночасно деяке змінне висловлення та його заперечення.

4. Кожен співмножник ДКНФ містить як доданок або змінне висловлення, або його заперечення для всіх змінних висловлень, що входять у формулу.

Визначення СКНФ так само є конструктивним.

Приклад 8. Дана КНФ  
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                   Побудувати СКНФ.
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4. 
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Обчислення предикатів

            Під обчисленням розуміється система, в який існує деяке число вхідних об`єктів (аксіом) і деяке число правил побудови ( правил висновку) нових об`єктів з вхідних і вже постійних. При цьому в обчисленнях (в відзнаку від алгоритмів) порядок застосування правил висновку може бути довільним. В обчисленні предикатів основним  об`єктом є змінне висловлювання (предикат), істинність або хибність якого залежить від значень що входять в нього змінних. Істинність предиката « X був фізиком» залежить від значення змінної  X. Для позначки області значень змінних в обчисленні предикатів використовуються два квантора: квантор спільності 
[image: image209.wmf]"

 і квантор існування 
[image: image210.wmf]$

. Тоді  затвердження 
[image: image211.wmf]"

x P(x) читається так: «для всіх  x має місце P(x)» , а 
[image: image212.wmf]$

xQ(x) –
« існує  таке x, що Q(x)». В обчисленні предикатів існує ще одне поняття – формула. Формули будуються використовуючи логічні операції, наприклад 
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де A,B,C.D – висловлювання.

         Обчислення предикатів  включає в себе всі формули обчислення висловлювань , а також  формули, що містять окрім символів висловлювань предикатні символи з кванторами. Наприклад,
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Виділене підмножина тотожно істинних формул, істинність яких не залежить від істинності висловлювань,  що входять в них, називаються аксіомами. В обчисленні предикатів є безліч правил висновку. Наприклад, класичне правило modus ponens: 
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, що читається так:
«якщо істинна формула  А і істинно, що з А слідує В, то істинна формула В.Формули, яки знаходяться над рисою, називаються посилками, а під рисою – укладенням. Аксіоми і правила висновку обчислення предикатів задають основу формальної дедуктивної системи, в який відбувається формалізація схеми міркування в логічному програмуванні. 
Лекція 10,11.   ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ГРАФІВ
Основні означення та позначення. Способи завдання графів

Кібернетичні моделі у вигляді графів одержали широке поширення в задачах керування завдяки додатковим можливостям, що з'являються при геометричному підході до опису і трактування процесів керування.

З класу графових моделей будемо розглядати тільки потокові моделі, які часто називаються транспортними мережами. Назва цього класу обумовлена тією обставиною, що даний клас виник спочатку при розв'язуванні транспортних задач, пов'язаних із перевезенням товарів.

Під транспортною мережею розуміється плоский граф типу, поданого на Рисунке 9. В якому відсутні петля, є початкова вершина (початок) і кінцева вершина (стік).

[image: image216.wmf]
Рисунок  7.  Приклад графа.
Дугам приписані ваги (вартості), що задаються матрицею c = (cij)

До розвяз’ку методами теорії потоків зводяться такі задачі:

Задача  про  оптимальне  призначення

Потрібно розподілити n робітників по m верстатах при відомій продуктивності праці кожного робітника на кожному верстаті таким чином, щоб загальна продуктивність праці була максимальною.

Задача  означення  критичного  шляху
Будь-яка складна комплексна робота або розробка може бути зображена у виді мережного графіка. Початкова точка S цієї мережі відповідає початку робіт за комплексом, кінцева точка t - закінченню (див. Рисунок9).

Кожна окрема робота комплексу зображується у вигляді дуги, початкова вершина якої відповідає початку роботи, а кінцева - кінцю роботи; кожній дузі (xixj) ставиться у відповідність число tij - час виконання роботи, кожній вершині xi - час ti настання даної події (початку роботи).

Потрібно знайти такий шлях із початкової точки в кінцеву, уздовж якого сумарний час виконання робіт був би максимальним. Такий шлях називається критичним. Без його зменшення неможливо скоротити загальний час виконання робіт. Критичних шляхів може бути декілька.

Якщо розглядається ще і вартість виконання робіт, то виникає задача про оптимальний за вартістю мережний графік, в якій потрібно мінімізувати повну вартість комплексу робіт при заданій загальній їх тривалості.

Теорія графів розглядає конфігурації, що складаються з точок, що називаються вершинами графа, і з'єднуючих їх ліній, що називаються ребрами графа. З'єднуючі лінії можуть бути трьох типів.

1. Ланка - таке pебро, що не має орієнтації.

2. Дуга - ребро, на якому зазначений напрямок (орієнтир).

3. Петля – ребро, з'єднуюче деяку вершину графа з цією же самою вершиною.

Відповідно розрізняють три типи графів.

1. Неорієнтовані графи, що містять ребро тільки типу ланка.

2. Орієнтовані графи, що містять тільки дуги.

3. Змішані графи, що можуть містити як ланки, так і дуги.

Кажуть, що вершини xi і xj суміжні, якщо існує, принаймні, одне ребро, що з'єднує ці 2 вершини. Аналогічно ребра vi і vj називаються суміжними, якщо вони мають, принаймні, одну загальну граничну точку. У цьому випадку вершина називається інцидентною ребрам vi і vj.

Число ребер, інцидентних даній вершині, називається ступенем вершини.

Маршрутом у графі називається послідовність вершин, що чергується, і ребер 
х1v1, x2v2…,xnvn,...

Маршрут є замкнений, якщо х1 = хn і відкритий - у противному випадку.

Маршрут називається ланцюгом, якщо всі його ребра різні, і простим ланцюгом, якщо всі вершини (а, отже, і ребра) різні. Замкнений ланцюг називається циклом.
          Граф називається зв'язним, якщо будь-яка пара його вершин сполучена ланцюгом.

          Ізоморфним графом називається граф, між вершинами якого існує взаємно однозначна відповідність, при якій парі вершин одного графа, сполучених ребром, відповідає аналогічна пара вершин іншого графа, також сполучених ребром.

Існує три еквівалентних способи завдання графів: аналітичний, геометричний і матричний.
Аналітичний  спосіб

Кажуть, що заданий граф, який позначається G (X, F), якщо задана множина елементів X і відображення F множини в себе.
  Геометричний  спосіб

На площині кожному елементу множини A довільним способом ставиться у відповідність точка.

Дві точки площини з'єднують лініями, якщо заданий вихідний і відображенний елементи.
Матричний  спосіб

Якщо граф містить n вершин, то йому ставиться у відповідність матриця суміжності порядку n(n, рядкам і стовпчикам якої ставляться у відповідність вершини графа, а елемент матриці, що стоїть на перетині i-го рядка і j-го стовпчика, дорівнює одиниці, якщо xi і хj вершини суміжні, і дорівнює нулю в противному випадку.

Якщо граф містить n вершин і m ребер, то йому ставиться у відповідність матриця інциденцій порядку n(m, рядки якої відповідають вершинам, а стовпчики - ребрам; елемент матриці, що стоїть на перетині i-го рядка і j-го стовпчика, дорівнює 1, якщо xi інцидентна ребру vj, і дорівнює 0 в противному випадку. Елемент матриці, що стоїть на перетині i-го рядка і j-го стовпчика, може дорівнювати 1, якщо вершина xi є кінцем дуги vj, і дорівнює 1, якщо вершина xi є початком дуги vj або vj - петля при xi, і дорівнює 0, якщо вершина xi і дуга vj не інцидентні.

Приклад 9. Для заданого аналітично графа G (X, F):   X = (x1, x2, x3, x4, x5(;  F(x1) = (x1, x3, x5(; 
 F(x2) = (; F(x3) = (x1, x2, x5(; F(x4) = (x1(; F(x5) = (x1, x2, x3, x4, x5(. Знайти геометричне і матричне зображення графа G (X, F).

Геометричне зображення гpaфа G (X, F), наведене на Рисунке 10, де вершини графа позначені точками xi (i = 1, 2, 3, 4, 5), а дуги vj (j = 1(11) зображені напрямленими відрізками.

[image: image217.png]



Рисунок 8. 

 Геометричне зображення графа G (X, F)
Матричне зображення вищенаведеного графа. 
Матриця суміжності:


 Матриця інциденцій:
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Лекція 12. ОПЕРАЦІЇ НАД ГРАФАМИ
Об'єднання (сума) графів
Граф G (X, F) називається об'єднанням, або сумою двох графів G1 (X1, F1) і G2 (X2, F2) і позначається G = G1 U G2, якщо X = X1 U X2; F = F1 U F2. 
Перетин графів

Граф G (X, F) називається перетином графів G1 (X1, F1) і G2 (X2, F2) та позначається G = G1 ∩ G2, якщо X = X1 ∩ X2; F = F1 ∩ F2. 
Декартіво добуток графів

Граф G (X, F) називається декартовим, або прямим добутком графів G1 (X1, F1) і
 G2 (X2, F2), якщо X = X1 ( X2; F = F1 ( F2.

Для побудови нового графа, що є об'єднанням, перетином або декартовим добутком вихідних графів, необхідно вивчити означення основних операцій і застосувати їх до конкретних графів.
Приклад 10.  1. Знайти граф G(X, F), що є об'єднанням графів G1(X1, F1) і G2(X2, F2               
G1 (X1, F1)




 G2 (X2, F2)

[image: image220.png]
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Рисунок 9.  Вихідні графи.
X1 = (x1, x2, x3(;




X2 = (x1, x2(;

F(x1) = (x2(;





F2(x1) = (x1(;

F(x2) = F(x3) = (x1, x2(;



F2(x2) = (x1, x2(.

Знаходимо, що X = X1 U X2 = (x1, x2, x3(; F = F1 U F2; F(x1) = F(x2) = F(x3)=(x1, x2(.

Геометричне зображення графа G (X, F):
[image: image222.png]



Рисунок 10.  Об'єднання графів G1 і G2
2. Знайти граф G(X, F), що є перетином графів G1 (X1, F1) і G2 (X2, F2), розглянутих вище.

Одержуємо X = X1 ∩ X2 = (x1, x2(; F = F1 ∩ F2; F(x1) = (; F(x2) = (x1, x2(.

Геометричне зображення графа G:
[image: image223.png]



Рисунок 11.  Перетин графів G1 (X1, F1) і G2 (X2, F2)

Лекція 13. ЗАДАЧА  ПРО  МАКСИМАЛЬНИЙ  ПОТІК

Однією із найбільш важливих задач теорії графів є задача визначення максимального потоку, що протікає від деякої вершини графа S (джерела) до деякої кінцевої вершини t (стоку). При цьому кожній дузі (xi, xj) графа G приписана деяка пропускна спроможність qij, вона визначає найбільше значення потоку, що може протікати по даній дузі. 

Розглянемо граф G (Х, F) із пропускними спроможностями дуг qij, джерелом S і стоком t; S, t ( X. Множини чисел (ij, визначених на дугах (хi, хj) ( F називаються потоками в дугах, якщо виконуються такі умови:
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                                   (1)

і (ij ( qij  для всіх (xi, xj) ( F.                                                              

Рівняння (1) є рівнянням зберігання потоку. Воно підтверджує, що потік, що втікає у вершину, дорівнює, потокові, що випливає з вершини, за винятком джерела S і стоку t. Співвідношення (2) вказує на те, що пропускні спроможності обмежені для кожної дуги графа G. 

Задача полягає в знаходженні множин потоків по дугах, щоб величина
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була максимальною.

Ця задача та її варіанти можуть виникати в багатьох практичних застосуваннях.
Наведем визначення величини розріза графа. Разобьемо множину X усех верщин графа на дві взаємно дополнюючих підмножини:  
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 називают розрізом графа.

Теорема о максимальном потіке (Форда-Фалкерсона). Максимальне значення  сумарного потіка по дугах дорівнюється минимальной  пропускной спроможности розріза.

Алгоритм Форда-Фалкерсона
Алгоритм Форда-Фалкерсона складається з двох етапів:

1. Розставляння позначок.

2. Збільшення потоку. 

1. Розставляння позначок

Позначка довільної вершини хi складається з двох частин і може бути двох видів:

(+xj, () або (-xj, ()

де +xj означає, що потік припускає збільшення уздовж дуги (xi, xj);   -xj - потік може бути зменшений уздовж дуги (xi, xj); ( - максимальний розмір додаткового потоку, що може протікати від S     до xi, уздовж побудованого ланцюга потоку. Вершина може знаходитися в одному із трьох станів:

1. Вершині приписана позначка, і вершина переглянута (тобто вона має позначку і всі суміжні з нею вершини "оброблені").

2. Позначка приписана, але вершина не переглянута (тобто вона має позначку, але не всі суміжні з нею вершини "оброблені").

3. Вершина не має позначки. 

Спочатку усі вершини не мають позначок.

Крок 1. Привласнити вершині хi= S позначку (+ S, ().

Крок 2. Взяти деяку не переглянуту вершину xi із позначкою; нехай її позначка є ((xk, ((xi));

а) кожній непозначеній вершині xj ( F(xj), для якої (ij > qij,., привласнити позначку 
(+xk, ((xj)), де ((xj) = min (((xi), qij - (ij(;

б) кожній непозначеній вершині xj ( F-1(xj), для якої позначку (ij > 0, привласнити позначку (-xj, ((xj)), де ((xj) = min (((xi), (ij(.

Тепер вершина xi і позначена, і переглянута, а вершини позначки яким привласнені, є непереглянутими.

Крок 3. Повторювати крок 2 доти, поки або вершина t буде позначеною, і тоді перейти до кроку 4, або t буде не позначена, і ніяких інших позначок не можна  розставити; у цьому випадку алгоритм закінчує роботу з максимальним вектором потоку.

2. Збільшення потоку

Крок 4. Покласти х = t  і перейти до кроку 5.         
            Крок 5. а) якщо позначка у вершині xj має вид (+xk, ((xj)), то змінити потік уздовж дуги 
(xk, xj) із (kj на (kj + ((t);

б) якщо позначка у вершині xj має вид (-xj, ((xj)), то змінити потік уздовж дуги
 (xk, xj) із (kj на (kj - ((t).

Крок 6. Якщо xj = S, то стерти всі позначки і повернутися до кроку 1, знову розставляючи позначки, але використовуючи вже покращаний потік, знайдений на кроці 5. Якщо xj ( S , те повернутися до кроку 5, вважаючи x = xk.
Лекція 14.15.  ПРИКЛАД ЗАСТОСУВАННЯ АЛГОРИТМА ФОРДА_ФАЛКЕРСОНА
Приклад 11. Розглянемо граф, зображений на Рисунке 12. Потрібно знайти максимальний потік від х1 до x9.
Розв’язок. Як початковий візьмемо потік із нульовими значеннями на всіх дугах (ij = 0, (ij.

Пропускні спроможності дуг qij зазначені на Рисунке 12.
Крок 1. Припишемо вершині xi позначку (+ x1, ().

Крок 2. а) множина непозначених вершин: (xj(xj ( F(x1), (1j < q1j( = (x1, x4(.

Вершині x2 приписується позначка  (+x1, min ((, q12 - (12)) = (+x1, min ((, 14-0) = (+x1, 14).

Вершині x4 приписується позначка  (+x1, min ((, q14 - (14)) = (+x1, min ((, 23-0) = (+x1, 23).
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Рисунок 12.  Вихідний граф.

б) множина непозначених вершин:   (xj(xj ( F-1(x1), (j1 > 0( = (.

Отже, x1 позначена і переглянута, x2 і x4, позначені і не переглянуті, а всі інші вершини не позначені.

            Повторюємо крок 2, переглядаючи вершину x2 (вершини переглядаються в порядку зростання їхніх номерів).  Множина непозначених вершин:
a) (xj(xj ( F(x2), (2j < q2j( = (x3(. 

Позначка для x3: (+x2, min (14, q23 - (23)) = (+x1, min (14, 10-0) = (+x2, 10).

б) Множина непозначених вершин

(xj(xj ( F-1(x2), (j2 > 0( = (.

Тепер вершини х1 і х2 позначені і переглянуті, а x3, x4 позначені і не переглянуті.

Переглядаємо вершину x3. 
а) множина непозначених вершин: (xj(xj ( F(x3), (3j < q3j( = (x5, x8(.  
Для x5 позначкою є (+x3, min (10, 12-0)= (+x3, 10),

для x8 позначкою є (+x3, min (10, 18-0) = (+x3, 10).

Переглядаючи x4, ніяких позначок розставити не можна, тому що всі суміжні з x4 вершини вже позначені. Переглядаючи x5, одержимо такі позначки: для x6 - (+x5, min (10, 25-10) = (+x5, 10);

                                                                                 для x7 - (+x5, min (10, 4-0) = (+x5, 4).
Переглядаючи x7  одержимо позначку для x9  - (+x5, min (4, 15-0) = (+x5, 4). 
Переходячи до кроків 4 і 5, отримаємо

x = x9 - відповідна позначка (+x7, 4). Потік (79 змінюємо, додаючи ((x9) = 4, (79 = 0 + 4 = 4;

x = x7 - відповідна позначка (+x5, 4).  Потік  (57 = 0 + 4 = 4;

x = x5 - відповідна позначка (+x3,10). Потік   (35 = 0 + 4 = 4;

x = x2 - відповідна позначка (+х1, 14). Потік    (12 = 0 + 4 = 4.

Всі інші значення потоків залишилися рівними нулю.  Потік наприкінці кроку 5 і позначки вершини до їхнього стирання на кроці 6 показані на Рисунок 13а. Стираючи позначки у вершин і повертаючись до кроку 1 для другого проходу, одержимо такі нові позначки: 
 для  x1 - (+x1,(); 

                   для x2 - (+x1, min ((, 14-4) = (+x1, 10);

                   для x3 - (+x1, min ((, 23-0) = (+x2, 23). Вершина x1 позначена і переглянута. Переглядаючи вершину x2, одержимо позначку 
           для  x3 - (+x2, min (10, 10-4)) = (+x2, 6). Вершина x2  позначена і переглянута. 
Переглядаючи вершину x3, одержимо позначки:  для x5 - (+x3, min (6, 12-4)) = (+x3, 6);

                                                                         для x8 - (+x3, min (6, 18-0)) = (+x3, 6).

Вершина x3 позначена і переглянута. Переглядаючи вершину x5, одержимо позначки:  
для x6 - (+x5, min (6, 25-0)) = (+x5, 6).  Вершина x5 позначена і переглянута.
Переглядаючи вершину x6, знаходимо, що позначкою для x7 будет  (+x6, min (6, 7-0)) = (+x6, 6).

Тепер вершина x6 позначена і переглянута. Позначкою для x9 :    (+x7, min (6, 15-4)) = (+x7, 6).

Кроки 4 і 5. Нові потоки збільшилися в такий спосіб:

(79 = 4 + 6 = 10; (67 = 0 + 6 = 6; (56 = 0 + 6 = 6;

(35 = 4 + 6 = 10; (23 = 4 + 6 = 10; (12 = 4 + 6 = 10.

Всі інші значення потоку не змінилися. Новий потік і позначки вершин до стирання показані на Рисунок 13б.
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Аналізуючи всі етапи визначення потоків, одержуємо після кожного проходу алгоритма потоки і позначки, зображені послідовно на Рисунках 14-17.  Алгоритм закінчує роботу, коли тільки вершина x6 може бути позначена. Розріз графа зображен на Рисунке 17 пунктиром . Множина 
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 містить позначені вершини, а множина 
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X

- непозначені вершини. Потік, що відповідає дугам  (x2, x3), (x3, x6), (x6, x7), (x6, x8), (x5, x7) є максимальним із значенням 
10 + 0 + 8 + 7 + 4 = 29.

Лекція 16,17.  ЗАДАЧА ПОШУКУ НАЙКОРОТШОГО  (КРИТИЧНОГО) ШЛЯХУ МІЖ     ДВОМА   ЗАДАНИМИ    ВЕРШИНАМИ S И t (cij ( 0)

Нехай l(xi) - позначка вершини xi.

1. Приcвоєння початкових значень

Крок 1. Покласти l(s) = 0 і вважати цю позначку постійною.

Покласти для всіх l(xi) = ( і вважати ці позначки тимчасовими. Покласти  p = s.

2. Відновлення позначок

Крок 2. Для всіх xi(F(р), позначки яких тимчасові, змінити позначки у відповідності з таким виразом:
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Перетворення позначки в постійну

Крок 3. Серед усіх вершин із тимчасовими позначками знайти таку, для якої
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Крок 4. Вважати позначку вершини xi* постійною і покласти p = xi*.

Якщо p = t, то l(p) є довжиною найкоротшого шляху. Якщо p ( t, то перейти до кроку 2.

Приклад 35. Розглянемо граф, зображений на Рисунке  18 , де кожне неорієнтоване ребро розглядається як пару протилежно орієнтованих дуг рівної ваги. Матриця С ваг приведена нижче.
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Рисунок 18. Вихідний граф.
Матриця ваг
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Крок 1. l(x1) = 0 - позначка постійна.

l(x1) = р, (xi ( xi
p = xi
Перша ітерація

Крок 2. F(p) = (x2, x7, x8, x9( множина вершин, в які є дуга з x1.

Позначки l(x2), l(x7), l(x8), l(x9) - тимчасові і рівні (.

Обновляємо позначку вершини x2, для цього находим

min (l(x2), l(p) + c(p, x2)(. Тому що l(x2) = (, а l(p) = 0, с12 = 10, то одержуємо min ((, 0+10(= 10, виходить, l(x2) = 10.

Аналогічно знаходимо

l(x7) = min ((, 0+3(= 3;

l(x8) = min ((, 0+6(= 6;

l(x9) = min ((, 0+12(= 12.

Крок 3. Знаходимо min (l(xi)(, тобто
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Крок 4. x7 одержує постійну позначку l(x7) = 3; p = x7.

Крок 5. Не всі вершини мають постійну позначку, тому переходимо до кроку 2. Позначки на початку другої ітерації показані на Рисунке 19. Із знаком + показані постійні позначки.
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Рисунок  19. Перша итерація.
Друга ітерація

Крок 2. F(p) = F(x7) = (x2, x4, x6, x9( - усі позначки тимчасові. 

Обновляємо позначку вершини x2. З огляду на те, що l(x2) = 10, l(p) = 3,

 C72 = 2, знаходимо min (10, 3+2(= 5, тобто l(x2) = 5.

Аналогічно  l(x4) = min ((, 3+4(= 7;

          l(x6) = min ((, 3+14(= 17;

         l(x9) = min (12, 3+24(= 12.

Крок 3. Знаходимо min (l(xi)(, тобто
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Крок 4. x2 одержує постійну позначку l(x2) = 5; p = x2.

Крок 5. Перейти до кроку 2.

Обчислення по кожній ітерації зручно звести в таблицю, наведену на Рисунок 20
	
	x1
	x2
	x3
	х4
	x5
	x6
	x7
	x8
	х9
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	23
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	12
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Рисунок 20. Сводная таблиця всіх итерацій.
Перший рядок таблиці відповідає початковим позначкам вершин. Показані зліва в таблиці вершини зі знаком + одержують постійні позначки, а числа зі знаком + у рядку таблиці відповідають min(l(xi)(. Після першої ітерації постійну позначку одержала вершина x7, а min(l(xi)( = 3. Після того, як вершина x7 одержала постійну позначку, числа в стовпчику, що відповідає х7 залишаються незмінними.

На четвертій ітерації постійну позначку одержує х4, тобто р = х4, а х4 відповідає стокові t. Таким чином, алгоритм закінчує роботу, довжина найкоротшого шляху дорівнює

l(p) = l(x4) = 7.

Для знаходження найкоротшого шляху використаємо співвідношення:

l(xi') + c(xi', xi) = l(xi),                         (*)

xi' - вершина, що безпосередньо передує вершині xi у найкоротшому шляху від S до xi. Якщо існує декілька найкоротших шляхів від S до якоїсь іншої вершини, то при деякій фіксованій вершині xi' співвідношення (*) буде виконуватися більш ніж для однієї вершини xi. У цьому випадку вибір може бути або довільним (якщо потрібний якийсь один найкоротший шлях між S і xi), або таким, що розглядаються всі дуги, які входять в якийсь із найкоротших шляхів.

Знайдемо найкоротший шлях від x1 до x2. Для цього знаходимо вершину х2' із співвідношення:

l(x2') + c(x2', x2) = l(x2) = 5.

У стовпчику, x2 матриці С, і в останньому рядку таблиці (див. Рисунок 20) знаходимо числа, сума яких дорівнює 5. У стовпчику x2 матриці С містяться числа 10, 18, 2, 13. Потрібно взяти число 2, що відповідає вершині x7
l(x7') + c(x7', x7) = 3 + 2 = 5,

тобто вершиною, що задовольняє співвідношенню (*), є x7.

Поклавши xi = x7, знаходимо вершину безпосередньо передуючу x7 у найкоротшому шляху від x1 до x2. Вершина x7', повинна задовольняти співвідношення:

l(x7') + c(x7', x7) = 3.

У стовпчику x7 матриці С містяться числа 3, 2, 4, 14, 24. Можна брати або 2, або 3. Візьмемо число, рівне 2, йому відповідає вершина x2, l(x2) + c(x2, x7) = 2 + 5 ( 3, виходить, x2 не задовольняє співвідношення (*). Залишається вершина x1, l(x1) + c(x1, x7) = 0 + 3 = 3. Таким чином, єдиною вершиною яка задовольняє співвідношення (*), є x1. Отже, найкоротшим шляхом від x1 до x2 є шлях (x1, x7, x2). 
Знаходимо найкоротший шлях від x1 до x3, відзначимо, що l(x3) = 23.

У стовпчику x3 матриці С містяться числа 18, 25, 20. Придатним числом є 18, якому відповідає x2.

l(x2) + c(x2, x3) = 5 + 18 = 23 = l(x3).

Виходить, найкоротший шлях від x1 до x3 - це шлях    (x1, x7, x2, x3).

Аналогічно можна знайти найкоротші шляхи від вершини x1 до будь-якої вершини мережного графа. Ці дуги зображені на Рисунке 21 жирними лініями. З Рисунку 21 очевидно, що найкоротший шлях від x1 до x4 - це шлях (x1, x7, x4).
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Рисунок 21.  Найкоротший шлях.

Для того, щоб знайти критичний шлях у шляховому графіку, необхідно внести такі зміни на кроці 2 і кроці 3.
Крок 1. Покласти l(s) = 0 і вважати цю позначку постійною.

Покласти для всіх l(xi) = - ( і вважати ці позначки тимчасовими. Покласти  p = s.

Крок 2. l(xi) = max (l(xi), l(p) + c(p, xi)(
Крок 3. l(xi*) = max (l(xi)( тобто замість мінімальних значень брати максимальні, а замість матриці вартостей С = (сij) - розглядати матрицю часу переходу від i-ой до j-ой роботи T = (tij).
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Рисунок 13а. Потоки і позначки після І-ої ітерації







Рисунок 13б. Потоки і позначки після 2-ої ітерації







Рисунок 14. Потоки і позначки після 3-ої ітерації
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Рисунок 15. Потоки і позначки після 4-ої ітерації







Рисунок 16. Потоки і позначки після 5-ої ітерації







Рисунок  17. Потоки і позначки після 6-ої ітерації
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